




u = 2H(u)ux1 ^ ux2
の弱解 u 2 W 1;2(B;R3)が有界な Lipschitz関数ゆえ Holder連続になるという定理が Bethuelに
より証明された.
Bethuelの定理
H:R3→ Rは有界な Lipschitz関数とする.このとき, u = 2H(u)ux1 ^ ux2 を解く任意の弱解
u 2W 1;2(B;R3)は２次元の単位球B上のコンパクト部分集合でHolder連続となる.
この定理の証明の困難な部分は, W 1;2級である uの右辺H(u)ux1 ^ ux2 が可積分関数である時





Strzeleckiは Bethuelの定理に対し, Hardy空間の双対空間が BMO空間となることを利用し,













M=(M, g)をコンパクトなm次元Riemann多様体, N=(N, h)をコンパクトな n次元Riemann
















特に, 球面への調和写像 u = (u1; : : : ; un)は, 以下のように表すことができる.


















H1(RN ) = ff 2 L1(RN ); sup
t>0
jht ? f j 2 L1(RN )g
ht = 1=t
Nh(:=t); h 2 C10 ; (RN ); h  0; Supph  B(0; 1)
1.4 Bethuelの定理
H:R3 ! R は有界な Lipschitz 関数とする. このとき, u = 2H(u)ux1 ^ ux2 の任意の弱解
u 2W 1;2(B;R3)は 2次元単位円板 B上のコンパクト部分集合でHolder連続となる.
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1.5 BMO空間
n  2上の局所可積分な関数 f に対し, BMO空間を以下のように定義する.





jf   fQjdx <1g













pは 1  p <1を満たすものとし, 
は少なくとも１つの境界をもつ部分集合とする.このとき,







Uは Rnの有界開部分集合で, 境界は C1級とする. u 2W k;p(U)とする.










q なる 0    1にたいして以下が成立する.
jjf jjLp  jjf jjLp jjf jj1 Lq
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1.10 Hodge decomposition
可微分多様体M上の任意の微分形式 !について, その k-形式は３つの L2成分に分解できる
! = d+  +  ( = 0)
特にMをコンパクトRiemann多様体とすると, 与えられた閉形式の同値類の任意の元 !は次のよ
うに書くことができる.
! = d+  ( = 0)
1.11 Coifman, Lions, Meyer, Semmesの定理
スカラー関数 uと, RN (N  2)上のベクトル場 vにおいて, 以下が成立する.8<:ru 2 L2((RN )N ); u 2 L
2N
N 2 (RN ) N  3
u 2 Lqloc(RN ) for all q <1 N = 28>><>>:
rv 2 L2((RN )NN ); div v = 0
v 2 L 2NN 2 ((RN )N ) N  3
v 2 Lqloc((RN )N ) for all q <1 N = 2




2;2; 2)を -有限測度空間とする. 1  p0  p1  1; 1  q0  q1  1とし,
T : Lp0(1) + L
p1(1) ! Lq0(2) + Lq1(2)を Lp0(1)(Lp1(1))から Lq0(2)(Lq1(2))への有界
線型作用素とする.ここで, 0 <  < 1, f 2 Lp0(1)\Lp1(1); f 2 Lq0(2)\Lq1(2)として, p; q
は, 以下を満たすものとする.
jjf jjp  jjf jj1 p0 jjf jjp1 ; jjf jjq  jjf jj1 q0 jjf jjq1
このとき, Ｔは Lp(1)から Lq(2)への有界作用素であり, 以下が成り立つ.
jjT jjLp!Lq  jjT jj1 Lp0!Lq0 jjT jjLp1!Lq1
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1.13 本論文において使用する定義



















より, r ! 0でMp(a; r)! 0となる.
2 二次元におけるH-曲面方程式の弱解の正則性
この章から, Strzeleckiによる Bethuelの定理の証明を見ていく.まずは 1.13で定義したMpが,
以下の定理を満たすことを示す.
定理１
"0 2 (0; 14); 0 2 (0; 1)とする. " := 2  p 2 (0; "0)とし, R0 = R0("; u) > 0なるものがあり
u = 2H(u)ux1 ^ ux2 ・・・(2:1)
の弱解 uのうち最大となる Mp(a; r)がすべての a 2 B; r  14 min(R0; 1  jaj)で
Mp(a; r)  0Mp(a; 4r)
を満たす.
3 定理１の証明
a 2 Bと半径 r  14(1  jaj)を固定する.ζ 2 C10 (B(a; 2r))をB(a; r)上の切断関数
  1; jrj  2
r
とする. ~u = (u  [u]A) として, [u]AはA:=B(a; 2r) n B(a; r) の uの平均値を表す. 以下, "と p
は " = 2  pとする.
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3.1 テスト関数の選択
Gk := jr~u "jr~uk; k = 1; 2; 3
とする. Gkは, Lq(R2;R2)(1  q  21 ")級のベクトル場である.
以下,
0 < " <
1
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Gk = rvk + k





vk(x)dx = 0 (k = 1; 2; 3)
としても一般性を失わない.
1 < q  21 " で








 = (1; 2; 3)とし, k := v   k; k = 1; 2; 3で, (2.1)のＨ-曲面のテストベクトルとする.
rgが q0 = 21 " > 2で積分可能な時, Sobolevの埋め込み定理から指数 1  2q0 = "ではHolder連
続で有界となる. ここで, 定数Ｃ = Cq(in(3:1:2))は qにのみ依存するが, (3.1.1)により, q 2 [74 ; 83 ]
といった区間でしか用いられない.
















関数  = vは, 以下の不等式を解く.
jjrjjL2(B(a;2r))  Cr"Jp(a; 2r)
p 1
p・・・(3:2:1)
jjjjL1(B(a;2r))  C(")r"Jp(a; 2r)
p 1
p ; C(")! 0 ("! 0)・・・(3:2:2)
補題１の証明
(3.2.1)を示す. jjrjj  2r で,  
R
B(a;2r) v = 0より Poincare不等式より































(3.2.2)は, j(x)j  jv(x)jを使う. vは平均値が 0で連続ゆえ












 C(")r1  2q1 (
Z
B(a;2r)
jrvj 1 "q1 dx) 1q1
以上より, 右辺は C(")r"Jp(a; 2r)
p 1
p となり, 補題１が成り立つ. □
系
(3.2.1)および (3.2.2)は を vに置き換えても成り立つ.
7















































































































H(u)ldet(Duk; Duj)dx (l; j; k)は (1; 2; 3)の順列
w := H(u)lとして, J = J123の評価をする.部分積分により以下を得る.






1はB(a; 2r)上 1  1; jr1j  2r を満たす C10 (B(a; 3r))級の関数である.計算すると
jJ j  Cjj1(u2   [u2]a;2r)jjBMO(R2)jjdet(Dw;Du3)jjH1(R2)
 Cjj1(u  [u]a;2r)jjBMO(R2)jjDwjjL2(B(a;2r))jjrujjL2(B(a;2r))
補題 1より
jjDwjjL2(B(a;2r))  jjHjj1jjrjjL2(R2) + jjjj1jj(rH  u)jjL2(B(a;2r))
 C(H; ")r"(1 + jjrujjL2(B(a;2r)))Jp(a; 2r)
p 1
p












H(u)ux1 ^ ux2dxj  C1(H; ")r"Mp(a; 4r)jjrujjL2(B(a;2r)) ・・・(3:4:2)
ただし, C1(H; ")r"は任意の正値 "において有限で, "! 0で 0に近づくものとする.
次節では BMO空間を用いたノルム計算である (3.4.1)について証明する.
3.5 (3.4.1)の証明





jf   [f ]z;jdx
f = 1(u  [u]a;2r)とする.２パターンに分けて考える.














PoincareとHolderの不等式から, 右辺の積分はM(a; 3r) 1p を超えない.
  r2 のとき, B(z; )  B(a; 4r)とでき, f はB(z; )上で 0となる.
g = u  [u]a;2rとする. x 2 B(z; )で, 三角不等式より






















































(3.3.1)と (3.4.2)を組み合わせる. r" = r2 pとして２つをあわせると
Jp(a; r)  1
4
Jp(a; 2r) + C0((2
")Jp(a; 2r)  Jp(a; r)) + C1(")Mp(a; 4r)jjrujjL2(B(a;2r))
"0を 2"0C0  C0 + 14 なるように固定する.これにより, " 2 (0; "0)となり,
(C0 + 1)Jp(a; r)  (C0 + 1
2
)Jp(a; 2r) + C1(")Mp(a; 4r)jjrujjL2(B(a;2r))






< 1で Jp(a; r)  0Mp(a; 4r)
となる. B(z; )  B(a; r)においてB(z; 4)  B(a; 4r)なので
Jp(z; )  0Mp(z; 4)  0Mp(a; 4r)
B(z; )  B(a; r)上での上限が定まることにより, 定理が満たされた. 　□
次の章で, 定理 1を満たすことを利用し, 弱解 uのHolder連続性について考える.
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4 Holder連続性
" 2 (0; "0)を, 定理 1を満たすものとする.このとき, 任意のコンパクト部分集合K  
に対し,
ある定数 CK が存在し, 以下を満たす.Z
B(a;)
jruj2 "dy  CK"+
ここで, 0が定数であることから,  = log4( 10 ) > 0となる. Morrey's Dirichlet Growth Theorem
が成り立ち, uは  := 2 " として, C 級となる.
特に, 0 < r  R  R0; R  1  jajのとき, 以下が成り立つ.













!を非減少関数とし, (0; R0]で, R  R0のとき,
!(R)  !(R) + (R); 0 < ;  < 1
特に,  2 (0; 1); R  R0のとき,




今回の場合,  = 0となる. □
4.2 (4.2)の証明
三角不等式, Poincareの不等式, および定理 1を用いて計算する,































u 2 W 1;2(B;RN )とし, ある p  2; について, 全ての a 2 B; 0 < r < R  min(R0; 1  jaj)で
以下が成り立つとする.
Mp(a; j;u)  C( r
R
)p(a;R;u)
このとき, トレース	 := uj@B が @B上連続なら, u 2 C0(B;RN )
証明
Morrey's Dirichlet Growth Theoremより, uは単位円板上でHolder連続で, (4.2)を満たす.
u(x1; x2) = v(; )とする. y0 2 @B; y0 = (1; 0)を固定し, () := 	(exp(i))とする.
p() := supfMp(a; )
1
p : dist(a; @B)  gと定義する.




2 より, p()! 0( ! 0).
x = (x1; x2) =  exp(i)は Bの内部点とする. 1   < R0とし,  = 1  とおく.












jvr(r; #)j2drd#  I()
1  
同時に, 正の一次元 Lebesgue測度をもつE  (;  + )で, 任意の 1 2 E において以下を満た
すものが存在する. Z 1
1 
jvr(r; 1)j2dr  I()
(1  ) ; limr!1  v(r; 1) = (1)
Schwarzの不等式を用いて, 以下の式を得る.


















ここで,  = 14とする. (4, 2)より, ある点 x0 2 B(x; 12)において, 以下が成立.









x0 2 B(x; 12)を, xと動径座標となるようにとり, 1 2 E とする.三角不等式より, 以下を得る.





右辺第一項, 第二項においては (5.1.1), (5.1.2)を用いればよい.
最終項においては, 連続関数  と, 1の選択により, 以下を得る.
j ( x
0




以上を組み合わせ,  = 1  とすることで, 以下の結果を得ることができる.




2 + !(j   0j+ 1  
4
)




ぞれの場合で調和写像 uの満たす方程式は異なるが, 各 uについて 1.13で定義したMpを定め, 定
理 1を満たすことを確かめる.これにより, Holder連続性および境界の正則性に関して 2次元の場
合同様の議論を行うことができ, その結果として正則性を得ることができる.




u 2 W 1;2(B ;N ) を B (n次元球面)から N （滑らかで閉な n次元リーマン多様体)への弱調和
写像とし, N をユークリッド Rd に埋め込む.球面への調和写像に関しては 1章 1.1節で触れたが,















を満たす uのうち最大の Mp(a; r)がすべての a 2 B; r  14 min(R0; 1  jaj)で




a 2 B, 半径 r  14(1  jaj)を固定する.  2 C10 (B(a; 2r))を切断関数   1(onB(a; r)); jrj  2r
とする. ~u = (u  [u]A) として, [u]AはA:=B(a, 2r)nB(a, r)の uの平均値とする.





































用し,十分大きなユークリッド空間 Rn に埋め込んで考える. 弱調和性を満たす uの設定のため,
a 2 B; r < 14dist(a; @B)を固定し, Heleinが証明で用いたクーロン移動フレーム eを用いる.
7.1 クーロン移動フレーム e
e = (e1; e2; :::; en);B(a; 4r)! Rnd で, 以下を満たす
(1) (ei(x))i=1;2はB(a; 4r)内ほとんどいたるところで Tu(x)N の正規直交基底
(2)
R




















a 2 B, 半径 r  14(1  jaj)を固定する.  2 C10 (B(a; 2r))を以下を満たす切断関数とする.
  1(on B(a; r)); jrj  2
r











dx  jd~uj " hd~u; eii
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で, Hodge decompositionを用いて
!i = dvi + d
i (vi 2W 1;p0(R2); i 2W 1;p0(R2;2))








hd~u; eii (dvi + di)
この式を満たす uが定理１を満たすことを示せば十分となる.
右辺を評価していく.
































"0においても定理１と同様の議論ができる.以上から, 任意の弱調和写像 u 2 W 1;2(B;N)におけ
る正則性を示すことができた. □
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